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1 第一章 1.2

1. 求下列极限

(1) lim
n→∞

(
√

n+ 3
√
n−

√
n−

√
n);

(2) lim
n→∞

[
3

12 × 22
+

5

22 × 32
+ · · ·+ 2n+ 1

n2 × (n+ 1)2

]
;

(3) lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · · · (1 + x2n)

解析

(1) 原式 = lim
n→∞

4
√
n√

n+ 3
√
n+

√
n−

√
n
= 2

(2) 原式 = lim
n→∞

[
1

12
− 1

22
+

1

22
− 1

32
+ · · ·+ 1

n2
− 1

(n+ 1)2

]
= lim

n→∞

[
1− 1

(n+ 1)2

]
= 1

(3) 当 x = −1 时，原式 = 0

当 |x| < 1 时，原式 = lim
n→∞

(1− x)(1 + x) · · · (1 + x2n)

1− x
= lim

n→∞

1− x4n

1− x
=

1

1− x

当 |x| > 1 时，原式 = ∞

2. 求下列极限

(1) lim
x→∞

ex − x arctanx

ex + x
;

1
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(2) lim
x→0

(
2 + e

1
x

1 + e
4
x

+
sinx

|x|

)
解析

(1)

当 x → +∞ 时，易得原式 = 1

当 x → −∞ 时，易得原式 =
π

2

(2)

当 x → 0+ 时，易得原式 = 1

同理 x → 0− 时，易得原式 = 1，综上，原式 = 1

3. 求下列极限

(1) lim
x→0+

1−
√

cosx
x(1− cos

√
x)

;

(2) lim
n→∞

n2[e2+
1
n + e2−

1
n − 2e2];

(3) lim
x→0

(3 + 2 sinx)x − 3x

tan2 x

解析

(1)

原式 = lim
x→0+

−2 ln
√

cosx
x2

= lim
x→0+

1− cosx
x2

=
1

2

(2)

令 t =
1

n
，原式 = lim

t→0

et+2 + e2−t − 2e2

t2
= lim

t→0

e2+t + e2−t

2
= e2

(3)

原式 = lim
x→0

3x

(
1 +

2

3
sinx

)x

− 1

x2
= lim

x→0

2x sinx

3x2
=

2

3

4. 已知 lim
x→0

√
1 +

f(x)

x2
− 1

arctanx2
= C ≠ 0，求 a, b，使 x → 0，f(x) ∼ axb
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解析

lim
x→0

√
1 +

f(x)

x2
− 1

arctanx2
= lim

x→0

f(x)

2x4
= C

即 f(x) = 2Cx4 + o(x4)，故 a = 2C, b = 4

5. 求下列极限

(1) lim
x→+∞

[cos ln(1 + x)− cos lnx];

(2) lim
x→0

x lnx ln[(1 + sin+ cos2 x)/(1− sinx)]

解析

(1)

易得原式 = 0

(2)

原式 = lim
x→0

x lnx ln 2 = 0

6. 求下列极限

(1) lim
n→∞

(
sin π√

n2 + 1
+ sin π√

n2 + 2
+ · · ·+ sin π√

n2 + n

)
;

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k

n2 + k
;

(3) an =
n∑

k=1

1
k
√
k
，求 lim

n→∞
n
√
an
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解析

(1)

lim
n→∞

n sin π√
n2 + n

< 原式 < lim
n→∞

n sin π√
n2 + 1

根据夹逼准则，原式 = π

(2)

由
n+ k

n2 + n
≤ n+ k

n2 + k
≤ n+ k

n2 + 1
和夹逼准则

原式 =
3

2

(3)

易知 1 ≤ an ≤ n，由夹逼准则可知

原式 = 1

7. 设 F (x) =

(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

) 1
x

，a1, a2, · · · , an 都是正数. 求下列极限：

(1) lim
x→+∞

F (x); (2) lim
x→−∞

F (x); (3) lim
x→0

F (x)

解析

(1)

lim
x→+∞

F (x) = e
lim

x→+∞

ln
(
ax1 + ax2 + · · ·+ axn

n

)
x = max {a1a2 · · · an}

(2)

lim
x→−∞

F (x) = min {a1a2 · · · an}

(3)

由洛必达法则， lim
x→0

F (x) = a1a2 · · · an

8. 设 0 < x1 < 3，xn+1 =
√

xn(3− xn)(n = 1, 2, · · · )，证明数列 {xn} 的极限存在，并求此极限
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解析

易知 0 < xn <
3

2
�xn+1

xn

=

√
3

xn

− 1 > 1，所以 {xn} 收敛

设极限为 A，对递推式两边取极限有 A =
√

A(3−A)，解得 A =
3

2

9. 0 < a < 1, x1 =
a

2
, xn =

a

2
+

x2
n−1

2
(n = 2, · · · )，证明 lim

n→∞
xn 存在，并求此极限

解析

单调性：

由 xn − xn−1 =
1

2
(xn−1 − xn−2)(xn−1 + xn−2)，可以看出 xn − xn−1 的正负取决于 xn−1 − xn−2，

依次递推下去可以知道该正负取决于 x2 − x1 > 0，所以数列单调递增

有界性：

若 xn−1 < a, 那么 xn < a，而 x1 < a，由数学归纳法可有 xn < a

综上，对递推式取极限可有 A = 1−
√
1− a

10. 设数列 {xn} 满足 0 < x1 < π, xn+1 = sinxn(n = 1, 2, · · · )，求 lim
n→∞

(
xn+1

tanxn

) 1
x2
n

解析

由 sinxn − xn < 0 可知数列单调性，而数列有界性显而易见，可以推出 lim
n→∞

xn = 0，所以原极

限 = lim
x→0

(
1 +

sinx− tanx

tanx

) 1

x2

= e
−
1

2

11. 设 x1 =
1

1
, x2 =

1

1 +
1

1

, x3 =
1

1 +
1

1 +
1

1

, · · · , 求 lim
n→∞xn

解析

根据中值定理，数列奇数项递减，偶数项递减，有界性易见，可根据递推公式求得极限为

√
5− 1

2

12. 设 xn+1 = xn(2−Axn), n = 0, 1, 2, · · · , 其中 A > 0. 确定初始值 x0，使得 {xn} 收敛
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解析

xn = −A

(
xn−1 −

1

A

)2

+
1

A
= −A (Ax0 − 1)

2(n−1)
+

1

A
，若要 xn 收敛，那么 |Ax0 − 1| <= 1，

即 0 ≤ x0 ≤
2

A

13. 设曲线 y = f(x) 在原点与 y = sinx 相切，试求极限 lim
n→∞

n
1
2

√
f(

2

n
)

解析

原式 = n
1
2

√√√√√√f(
2

n
)− f(0)

2

n

2

n
=

√
n

√
2

n

√
f ′(0) =

√
2

14. 设函数 f(x) > 0，在 x = a 处可导，试求 lim
n→∞

f(a+
1

n
)

f(a− 1

n
)


解析

取对数，令 t =
1

n
, lim
t→0

ln f(a+ t)− ln f(a− t)

t
= lim

t→0

[
ln f(a+ t)− ln f(a)

t
+

ln f(a)− ln f(a− t)

t

]
=

2
f ′(a)

f(a)

15. 求极限

(1) lim
x→+∞

x2 ln arctan(x+ 1)

arctanx

(2) lim
x→0+

tan(tanx)− tan(sinx)

tanx− sinx
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解析

(1)

原式 = lim
x→+∞

x2 1

(1 + ξ2) arctan ξ
�ξ ∈ (x, x+ 1)

=
2

π

(2)

原式 = lim
x→0+

tan ξ�ξ ∈ (sinx, tanx)

= 0

16. 求 lim
x→∞

x

[
sin ln(1 + 3

x
)− sin ln

(
1 +

1

x

)]
解析

原式 = lim
x→∞

x
2

x
cos ln(1 + ξ)

1

1 + ξ
�ξ ∈

(
1

x
,
3

x

)
= 2

17. 弦 PQ 所对的圆心角为 θ，设 A(θ) 是弦 PQ 与弧 PQ 之间的面积，B(θ) 是切线长 PQ�QR 与弧

之间的面积，求极限 lim
θ→0+

A(θ)

B(θ)

解析

A(θ) =
θ

2
r2 − r2 sin θ

B(θ) = r2 tan θ

2
− θ

2
r2

lim
θ→0+

A(θ)

B(θ)
= 2

18. 求极限

(1) lim
x→0

(
ln(1 + x)

x

) 1
x

;

(2) lim
x→π/2

1− sinα+β√
(1− sinα x)(1− sinβ x)
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解析

(1)

取对数， lim
x→0

ln(1 + x)− x

x2
= −1

2

(2)

令 t = sinx，

lim
t→1

1− tα+β

√
1− tα

√
1− tβ

= lim
t→1

(1− tα)(1 + tβ) + (1 + tα)(1− tβ)

2
√
1− tα

√
1− tβ

=
1

2

[√
1− tα

1− tβ
(1 + tβ) +

√
1− tβ

1− tα
(1 + tα)

]
=

α+ β√
αβ

19. 试确定常数 a, b，使极限 lim
x→0

1 + a cos 2x+ b cos 4x
x4

存在，并求出它的值

解析

对极限进行洛必达可得到，


1 + a+ b = 0

a+ 4b = 0

解得 a = −4

3
, b =

1

3

20. 确定 a, b 的值，使当 x → 0 时，f(x) = ex − 1 + ax

1 + bx
为 x 的 3 阶无穷下

解析

对极限进行洛必达，有


a− b = 1

1 + 2b(a− b) = 0

解得 a =
1

2
, b = −1

2
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21. 设 lim
x→0

sin 6x+ xf(x)

x3
= 0.

(1) 求 lim
x→0

6 + f(x)

x2
;

(2) 若 f(x) 在 x = 0 连续，求 f ′′(0)

解析

(1)

由已知条件可有 xf(x) = o(x3)− sin 6x，

原式 = lim
x→0

6x+ xf(x)

x3
=

6x− sin 6x+ o(x3)

x3
= 36

(2)

由洛必达可知，f ′′(0) = 72

22. 当 x → 0 时，f(x) = 5
√

x2 + 3
√
x− 3

√
x2 + 5

√
x 是关于 x 的几阶无穷小？

解析

26

15

23. 求下列极限

(1) lim
x→0

(
esin x − x− cosx

arcsin2 x

)
;

(2) lim
x→0

cosx− e−
x2

2 +
x4

12
sin6 x
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解析

均用泰勒展开即可

(1)

1

(2)

7

360

24. 已知 lim
x→0

(1 + x)
1
x − (A+Bx+ Cx2)

x3
= D ̸= 0� 求常数 A,B,C,D

解析

对 (1 + x)
1
x 进行泰勒展开即可

A = e,B = −e

2
, C =

11e

24
, D = −7e

16

25. 求极限 lim
n→∞

n−1∑
k=1

(1 +
k

n
) sin(kπ

n2
)

解析

原式 = lim
n→∞

n−1∑
k=1

kπ

n2

(
1 +

k

n

)
=

5π

6

26. 求下列极限

(1) lim
n→∞

(
1√

n2 + 12
+

1√
n2 + 22

+ · · ·+ 1√
n2 + n2

)

(2) lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+
i2 + 1

n

(3) lim
n→∞

n
√
n! ln(1 + 2

n
)
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解析

(1)

原式 =
∫ 1

0

1√
1 + x2

dx = ln(1 +
√
2)

(2)

由夹逼准则

原式 =
∫ 1

0

1

1 + x2
=

π

4

(3)

2e−1

27. 求 lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn x

1 + x
dx

解析

对任意的 ξ 都有 lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn x

1 + x
dx = lim

n→∞

∫ ξ

0

sinn x

1 + x
dx+ lim

n→∞

∫ π
2

ξ

sinn x

1 + x
dx = 0

28. 设 xn = 1 +
1√
2
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n，证明数列 xn 收敛

解析

通过证明级数 {
∑

xn − xn−1} 收敛，证明 {xn} 收敛

29. 求下列极限

(1) lim
n→∞

nk

an
(a > 1, k > 0);

(2) lim
n→∞

[
1

2!
+

2

3!
+ · · ·+ n

(n+ 1)!

]
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解析

(1)

原式 = ek ln n−n ln a = 0

(2)

原式 = 1− 1

2!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ 1

n!
=

1

(n+ 1)!
= 1

30. 序列 x0, x1, x2, · · · 由下列条件定义：x0 = a, x1 = b, xn+1 =
xn−1 + (2n− 1)xn

2n
, n ≥ 1，这里 a 与 b

是已知数，试用 a 与 b 表示 lim
x→∞

xn

解析

通过证明级数 {
∑

xn − xn−1} 收敛，证明 {xn} 收敛，进而求出极限值

答案：e−
1
2 (b− a) + a

31. 证明压缩映射原理

(1) 设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续，存在 0 < a < 1，使得对任何 x, y 都有

|f(x)− f(y)| ≤ α|x− y|

. 证明存在唯一的 x0 使得 x0 = f(x0)（x0 称为不动点）;

(2) 设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上可导且 |f ′(x)| ≤ α，其中常数 α < 1. 任取 x1 ∈ (−∞,+∞)，有 xn+1 =

f(xn)(n = 1, 2, · · · )，证明： lim
n→∞

xn 存在，并且不依赖于初始值 x1.

解析

通过证明级数 {
∑

xn − xn−1} 收敛，证明 {xn} 收敛

32. 曲线 y =
1

x
+ ln(1 + ex) 有几条渐近线？
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解析

三条

x = 0, y = 0, y = x

33. 求曲线 y = (x− 1)e
π
2 +arctan x 的渐近线.

解析

y = eπx− 2eπ, y = x− 2


